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A hemiring𝑅 is called 𝑆-semialgebra if 𝑅 is a left and right semi module over 𝑆 satisfying 
 𝑎𝑥 𝑏 = 𝑎(𝑥𝑏) for all 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆and 𝑥 ∈ 𝑅. On the 𝑆-semialgebra 𝑅 can be defined a congruence. 
A congruence on the 𝑆-semialgebra 𝑅 is any congruence on the hemiring 𝑅 which is both a left 
and right compatible for any multiplication by element of 𝑆. Therefore, the properties of 
congruence on a hemiring can be  generalized to congruence on a semi algebra over a hemiring.  
 
Key words :hemiring, 𝑆-semialgebra 𝑅, congruence.     
 
1. PENDAHULUAN 
Struktur aljabar merupakan 
himpunan yang 
tidakkosongdengansatuataulebihoperasibin
erdanaksioma-aksioma yang berlaku. 
Sebuahhimpunan𝑅 disebut ring 
jika himpunan 𝑅 merupakan grup 
komutatif terhadap operasi penjumlahan, 
operasi pergandaannyabersifatasosiatif, 
sertakeduaoperasipenjumlahandanpergand
aannyabersifatdistributifkanandandistributi
fkiri. Dari sifat-
sifatinidapatdiperlemahdanmenjadistruktur
aljabaryaitusemiring yang 
merupakansemigrupterhadapkeduaoperasi
binernyaselanjutnyamemenuhidistributifka
nandandistributifkiri.Jikasuatusemiringber
elemennetraldanbersifatkomutatifmakaaka
nmembentukhemiring. 
Hemiringmerupakan ring yang 
diperlemahsebagaisemigrupterhadapoperas
ipenjumlahan, dengan kata lain 
hemiringmerupakan ring 
dimanasetiapelemen-
elemennyatidakmempunyaielemen invers 
penjumlahan.  
Selanjutnyadaridefinisihemiringda
patdiperkenalkanstrukturaljabar yang 
disebutsebagaisemialjabaratashemiring.He
miring𝑅 dikatakan semialjabaratas𝑆,di 
mana𝑆 adalahhemiring,jika𝑅 
adalahsemimodulkiri dan kananatas𝑆yang 
memenuhi 𝑎𝑥 𝑏 = 𝑎(𝑥𝑏) untuk setiap 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 dan 𝑥 ∈ 𝑅. 
2. SEMIALJABAR ATASHEMIRING 
Definisi2.1 [7]Hemiring(𝐻, +,∙) adalah 
himpunan tak kosong 𝐻 dengan operasi 
“+” dan “∙” yang memenuhi aksioma-
aksioma berikut : 
i. (𝐻, +)merupakan monoid komutatif 
dengan elemen identitas 0. 
ii. (𝐻, ∙)merupakan semigrup. 
iii. Untuksetiap𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻, 𝑥 𝑦 + 𝑧 =
𝑥𝑦 + 𝑥𝑧dan  𝑦 + 𝑧 𝑥 = 𝑦𝑥 + 𝑧𝑥. 
iv. Untuksetiap𝑥 ∈ 𝐻, 𝑥0 = 0𝑥 = 0. 
 
Definisi2.2[1]Hemiring(𝐻, +,∙) disebut: 
a. Hemiringkomutatifjika(𝐻,∙) 
komutatif 
b. Hemiringdenganelemensatuanjika
(𝐻,∙) punya elemen satuan 
c. Hemiringkanselatifpenjumlahanjika
𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻, 𝑥 + 𝑧 = 𝑦 + 𝑧 ⟹ 𝑥 =
𝑦. 
 
Definisi2.3 [7]Misalkan𝐻 sebuah 
hemiring.Diberikan𝑀 monoid komutatif 
terhadap operasi penjumlahan dengan 
elemen identitas 0. Himpunan 𝑀 disebut 
semimodul kanan atas 𝐻 jika untuk setiap 
𝑎 ∈ 𝐻dan 𝑥 ∈ 𝑀, maka 𝑥𝑎 ∈ 𝑀 dan 
memenuhi aksioma-aksioma berikut  
i.  𝑥 + 𝑦 𝑎 = 𝑥𝑎 + 𝑦𝑎 
ii. 𝑥 𝑎 + 𝑏 = 𝑥𝑎 + 𝑥𝑏 
 
iii. 𝑥 𝑎𝑏 =  𝑥𝑎 𝑏 
iv. 𝑥0 = 0𝑎 = 0 
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untuksetiap𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀. 
Dari definisi di atasdapatdidefinisikan𝑀 
semimodul kiri atas 𝐻 yaitu untuk setiap 
𝑎 ∈ 𝐻dan 𝑥 ∈ 𝑀, maka 𝑎𝑥 ∈ 𝑀 dan 
memenuhi aksioma-aksioma berikut  
i. 𝑎 𝑥 + 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 
ii.  𝑎 + 𝑏 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥 
iii.  𝑎𝑏 𝑥 = 𝑎(𝑏𝑥) 
iv. 0𝑥 = 𝑎0 = 0 
untuksetiap𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀. 
 
Semialjabaratashemiringmerupaka
nstrukturaljabar yang 
terbentukdariduahemiringdimanasalahsatu
hemiringnyamerupakansemimodulkananda
nsemimodulkiriatashemiring yang lain. 
Berikutiniakandiberikandefinisisemialjaba
ratashemiring. 
 
Definisi2.4 [7]Misalkan𝑅 sembarang 
hemiring (tidak harus komutatif dan 
mempunyai elemen satuan).Misalkan 𝑆 
juga hemiring.𝑅disebut semialjabar atas 𝑆 
jika 𝑅 adalah semimodul 
kiridansemimodulkanan (bi-semimodul) 
atas𝑆 sedemikian hingga  𝑎𝑥 𝑏 = 𝑎(𝑥𝑏) 
untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 dan 𝑥 ∈ 𝑅. Jika 𝑆 
hemiring komutatif dan 𝑅 semialjabar atas 
𝑆, maka dapat didefinisikan pergandaan 
elemen 𝑅 oleh elemen-elemen 𝑆 yaitu 
𝑥𝑎 = 𝑎𝑥 untuk 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑥 ∈ 𝑅. 
 
Contoh :Diberikanhemiringℤ4 yaitu 
hemiring bilangan bulat modulo 4, dan 
ℤ+hemiringbilanganbulattaknegatif.Hemiri
ngℤ4merupakansemialjabaratasℤ
+. 
 
3. KONGRUENSI 
PADASEMIALJABAR ATAS 
HEMIRING 
Definisi 3.5 [7]Kongruensi𝜌 pada 
semialjabar 𝑅 atas 𝑆 adalah kongruensi 
pada hemiring 𝑅, sedemikian hingga 
 𝑟, 𝑠 ∈ 𝜌, 𝑎 ∈ 𝑆 berarti bahwa 
(𝑎𝑟, 𝑎𝑠) ∈ 𝜌 dan (𝑟𝑎, 𝑠𝑎) ∈ 𝜌.  
Contoh :Diberikanhemiring𝑅 = ℤ4 yaitu 
hemiring bilangan bulat modulo 4, dan 
𝑆 = ℤ+hemiringbilanganbulattaknegatif. 
Diketahui𝑅 semialjabar atas 𝑆. Relasi𝜌 =
  0 , 0  ,  0 , 2  ,  1 , 1  ,  2 , 0  ,  2 , 2  ,  3 , 3    
pada semialjabar 𝑅 atas 
𝑆merupakanrelasikongruensipadasemialja
bar𝑅 atas 𝑆. 
 
Definisi 3.6 [7]Kongruensi𝜌 pada 
hemiring R dikatakan kansellatif jika untuk 
setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅, (𝑥 + 𝑧, 𝑦 + 𝑧) ∈
𝜌berarti (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌.  
 
Lemma 3.7 [7]Misalkan𝜌 kongruensi 
pada hemiring 𝑅, maka 𝜌 yang 
didefinisikan oleh (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 jika hanya 
jika terdapat 𝑧 ∈ 𝑅 sedemikian hingga 
(𝑥 + 𝑧, 𝑦 + 𝑧) ∈ 𝜌, adalah kongruensi 
kansellatif pada 𝑅 yang memuat 𝜌.    
 
Bukti :Untukmembuktikan lemma di 
atasakanditunjukkan𝜌 ⊆ 𝜌 .  
Diketahui 𝑥, 𝑦 ∈ 𝜌 ⟺  ∃𝑧 ∈ 𝑅 , (𝑥 +
𝑧, 𝑦 + 𝑧) ∈ 𝜌. 
i). Akan ditunjukkanbahwa(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 ⟹
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 
Diambil𝑧 = 0 ∈ 𝑅 sehingga 
(𝑥 + 𝑧, 𝑦 + 𝑧) ∈ 𝜌 
(𝑥 + 0, 𝑦 + 0) ∈ 𝜌maka(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 
ii). Akan ditunjukkan bahwa (𝑥 + 𝑧, 𝑦 +
𝑧) ∈ 𝜌 ⟹ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 
Diambilsembarang𝑢 ∈ 𝑅 sehingga 
( 𝑥 + 𝑧 + 𝑢,  𝑦 + 𝑧 + 𝑢) ∈ 𝜌 
(𝑥 + (𝑧 + 𝑢), 𝑦 + (𝑧 + 𝑢)) ∈ 𝜌 ; 
dengan𝑧 + 𝑢 ∈ 𝑅 
maka(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 
Dari i) – ii) terbuktibahwa𝜌 adalah 
kongruensi kansellatif pada 𝑅 yang 
memuat 𝜌.       ∎ 
 
Definisi 3.8 [7]Kongruensi𝜌 pada 
semialjabar 𝑅 atas 𝑆 disebut reguler kiri 
jika 𝜌 kansellatif pada hemiring 𝑅 dan 
terdapat pasangan (𝑒1, 𝑒2) ≠ (0,0) 
dengan 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑅 sedemikian hingga 
(𝑥 + 𝑒1𝑥, 𝑒2𝑥) ∈ 𝜌untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅 
(𝑎𝑒1 + 𝑒2𝑎, 𝑒1𝑎 + 𝑎𝑒2) ∈ 𝜌untuk setiap 
𝑎 ∈ 𝑆. 
 
Dapatdidefinisikankongruensiregulerkana
npadasemialjabar𝑅 atas 𝑆 yaitu jika 𝜌 
kansellatif pada hemiring 𝑅 dan terdapat 
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pasangan (𝑒1, 𝑒2) ≠ (0,0) dengan 
𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑅 sedemikian hingga 
(𝑥 + 𝑥𝑒1, 𝑥𝑒2) ∈ 𝜌untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅 
(𝑒1𝑎 + 𝑎𝑒2, 𝑎𝑒1 + 𝑒2𝑎) ∈ 𝜌untuk setiap 
𝑎 ∈ 𝑆. 
 
Jika𝜌 kongruensi reguler kanan dan 
kiripadasemialjabar𝑅atas 𝑆, maka 𝜌 
disebut kongruensi reguler. 
 
Lemma 3.9 [7]Jika𝜌 kongruensi reguler 
pada semialjabar 𝑅 atas 𝑆, maka terdapat 
𝑒, 𝑓 ∈ 𝑅 sedemikian hingga (𝑥 +
𝑒𝑥, 𝑓𝑥) ∈ 𝜌, (𝑥 + 𝑥𝑒, 𝑥𝑓) ∈ 𝜌 untuk setiap 
𝑥 ∈ 𝑅 dan (𝑎𝑒 + 𝑓𝑎, 𝑒𝑎 + 𝑎𝑓) ∈ 𝜌 untuk 
setiap 𝑎 ∈ 𝑆. 
 
Bukti :Diketahui𝜌 kongruensi reguler 
pada semialjabar 𝑅 atas 𝑆 sehingga 𝜌 
merupakan 
kongruensiregulerkiridankanan. Karena𝜌 
kongruensi reguler kiri pada 𝑅, terdapat 
𝑒1
′ , 𝑒2
′ ∈ 𝑅 sedemikian hingga(𝑥 +
𝑒1
′ 𝑥, 𝑒2
′ 𝑥) ∈ 𝜌 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅, 
dan(𝑎𝑒1
′ + 𝑒2
′ 𝑎, 𝑒1
′ 𝑎 + 𝑎𝑒2
′ ) ∈ 𝜌 untuk 
setiap 𝑎 ∈ 𝑆. 
Begitujugakarena𝜌kongruensi regular 
kananpada𝑅, terdapat 𝑒1
′′ , 𝑒2
′′ ∈ 𝑅 
sedemikian hingga (𝑥 + 𝑥𝑒1
′′ , 𝑥𝑒2
′′ ) ∈ 𝜌 
untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅, dan(𝑒1
′′ 𝑎 +
𝑎𝑒2
′′ , 𝑎𝑒1
′′ + 𝑒2
′′ 𝑎) ∈ 𝜌 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑆. 
Maka(𝑒1
′′ + 𝑒1
′ 𝑒1
′′ , 𝑒2
′ 𝑒1
′′ ) ∈ 𝜌,(𝑒2
′′ +
𝑒1
′ 𝑒2
′′ , 𝑒2
′ 𝑒2
′′ ) ∈ 𝜌, dan(𝑒1
′ + 𝑒1
′ 𝑒1
′′ , 𝑒1
′ 𝑒2
′′ ) ∈
𝜌, (𝑒2
′ + 𝑒2
′ 𝑒1
′′ , 𝑒2
′ 𝑒2
′′ ) ∈ 𝜌.Dari 
hasilkombinasidiperoleh(𝑒1
′′ + 𝑒1
′ 𝑒1
′′ +
𝑒1
′ 𝑒2
′′ , 𝑒1
′ + 𝑒1
′ 𝑒1
′′ + 𝑒2
′ 𝑒1
′′ ) ∈ 𝜌, dan(𝑒2
′′ +
𝑒1
′ 𝑒2
′′ + 𝑒2
′ 𝑒2
′′ , 𝑒2
′ + 𝑒2
′ 𝑒1
′′ + 𝑒2
′ 𝑒2
′′ ) ∈ 𝜌. 
Karena𝜌 adalah kansellatif berarti 
bahwa(𝑒1
′′ + 𝑒1
′ 𝑒2
′′ , 𝑒1
′ + 𝑒2
′ 𝑒1
′′ ) ∈ 𝜌, 
dan(𝑒2
′′ + 𝑒1
′ 𝑒2
′′ , 𝑒2
′ + 𝑒2
′ 𝑒1
′′ ) ∈ 𝜌. 
Kombinasidarikeduanyadidapatkan(𝑒1
′ +
𝑒2
′′ + 𝑒1
′ 𝑒2
′′ + 𝑒2
′ 𝑒1
′′ , 𝑒2
′ + 𝑒1
′′ + 𝑒1
′ 𝑒2
′′ +
𝑒2
′ 𝑒1
′′ ) ∈ 𝜌. Karena𝜌 adalah kansellatif 
berarti bahwa(𝑒1
′ + 𝑒2
′′ , 𝑒2
′ + 𝑒1
′′ ) ∈ 𝜌. 
Olehkarenaitu(𝑒1
′ 𝑥 + 𝑒2
′′ 𝑥, 𝑒2
′ 𝑥 + 𝑒1
′′ 𝑥) ∈
𝜌, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅.  
Dari 
definisikongruensiregulerkiridiketahuibah
wa(𝑥 + 𝑒1
′ 𝑥, 𝑒2
′ 𝑥) ∈ 𝜌, untuk setiap𝑥 ∈ 𝑅. 
Olehkarenaitujikakeduanyadikombinasika
ndidapatkan(𝑥 + 𝑒1
′ 𝑥 + 𝑒2
′ 𝑥 + 𝑒1
′′ 𝑥, 𝑒1
′ 𝑥 +
𝑒2
′ 𝑥 + 𝑒2
′′ 𝑥) ∈ 𝜌, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅. 
Karena𝜌 adalah kansellatif, maka(𝑥 +
𝑒1
′′ 𝑥, 𝑒2
′′ 𝑥) ∈ 𝜌, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅. 
Sehingga𝑒1
′ = 𝑒1
′′ = 𝑒dan𝑒2
′ = 𝑒2
′′ = 𝑓.∎ 
 
Selanjutnyakongruensiregulerkiri 
(kanan) ρ pada semialjabar R atas S 
dikatakan kongruensi reguler maksimal 
kiri (kanan) jika ρ ≠ R × R dan ρ tidak 
termuat pada kongruensi reguler kiri 
(kanan) kecuali kongruensi universal. 
 
Lemma 3.10 
[7]Setiapkongruensiregulerkiri (kanan) 
padasemialjabar𝑅 atas 𝑆 termuat dalam 
kongruensiregulermaksimalkiri (kanan). 
 
Bukti:Diberikan𝜌 kongruensi reguler kiri 
pada semialjabar 𝑅 atas 𝑆, berarti 
terdapat 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑅 sedemikian 
sehingga 𝑥 + 𝑒1𝑥, 𝑒2𝑥 ∈ 𝜌 untuk setiap 
𝑥 ∈ 𝑅, dan 𝑎𝑒1 + 𝑒2𝑎, 𝑒1𝑎 + 𝑎𝑒2 ∈ 𝜌 
untuk setiap 𝑎 ∈
𝑆.Terdapatpenutuptransitifdari𝜌 yaitu 
𝜌∗ =  𝜌𝑛∞𝑛=1  yang merupakan 
kongruensi maksimal. Karena 𝜌∗ 
merupakan kongruensi maksimal yang 
dibangun oleh kongruensi reguler kiri 𝜌, 
maka𝜌∗ juga kongruensi reguler kiri yaitu 
terdapat 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑅 sedemikian sehingga 
 𝑥 + 𝑒1𝑥, 𝑒2𝑥 ∈ 𝜌
∗ untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅, 
dan 𝑎𝑒1 + 𝑒2𝑎, 𝑒1𝑎 + 𝑎𝑒2 ∈ 𝜌
∗ untuk 
setiap 𝑎 ∈ 𝑆.Olehkarenaitu𝜌∗ =  𝜌𝑛∞𝑛=1  
merupakan kongruensi reguler maksimal 
kiri. 
Selanjutnyaakandibuktikanbahwa𝜌 ⊂
𝜌∗ =  𝜌𝑛∞𝑛=1 . 
Diambil𝑛 = 1, sehingga 𝜌1 = 𝜌 ⊂ 𝜌∗ =
 𝜌𝑛∞𝑛=1 .   
Jadi, 
setiapkongruensiregulerkiritermuatdalamk
ongruensiregulermaksimalkiri.  ∎ 
 
Contoh :Diberikanhemiring𝑅 = ℤ4 yaitu 
hemiring bilangan bulat modulo 4, dan 
𝑆 = ℤ+hemiringbilanganbulattaknegatif. 
Diketahui𝑅 semialjabar atas 𝑆. Relasi𝜌 =
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{ 0 , 0  ,  0 , 2  ,  1 , 1  ,  1 , 3  ,  2 , 0  ,  2 , 2  ,  3 , 1  ,  3 , 3  }
padasemialjabar𝑅 atas 𝑆 merupakan 
kongruensi reguler maksimal. 
 
Definisi 3.11 [7]Pasangan 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑅 ×
𝑅 dengan  𝑒1, 𝑒2 ≠ (0,0) dari hemiring 𝑅 
disebut pasangan identitas kiri jika 
𝑥 + 𝑒1𝑥 = 𝑒2𝑥, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅.  
Sedangkanpasangan 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑅 × 𝑅 
disebut pasangan identitas kanan jika           
𝑥 + 𝑥𝑒1 = 𝑥𝑒2, untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅.      
 
Definisi 3.12 
[7]Hemiringkansellatifterhadappenjumlah
an𝑅 disebut hemiring dengan kongruensi 
kansellatif bebas jika kongruensi universal 
dan kongruensi identitas merupakan 
kongruensi kansellatif pada 𝑅. 
 
Lemma 3.13 [7]Misalkan𝑅 hemiring 
dengan kongruensi kansellatif bebas. Jika 
 𝑒1, 𝑒2  adalah pasangan identitas kiri 
dari 𝑅, maka  𝑒1, 𝑒2  juga pasangan 
identitas kanan. 
 
Bukti 
:Misalkan 𝑒1, 𝑒2 adalahpasanganidentitas
kiri. Maka𝑟 + 𝑒1𝑟 = 𝑒2𝑟 untuk setiap 
𝑟 ∈ 𝑅.  
Pandang  
𝜌 =   𝑎 + 𝑟 + 𝑟𝑒1, 𝑎 + 𝑟𝑒2 ∶ 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑅 ∪
  𝑎 + 𝑟𝑒2, 𝑎 + 𝑟 + 𝑟𝑒1 ∶ 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑅 ∪ ∆𝑅 , 
dimana∆𝑅=   𝑟, 𝑟 ∶ 𝑟 ∈
𝑅 .Maka𝜌bersifatrefleksifdansimetris.Mis
alkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝜌 𝑑𝑎𝑛 𝑧 ∈ 𝑅. Maka  𝑥, 𝑦  
adalah  𝑎 + 𝑟 + 𝑟𝑒1, 𝑎 + 𝑟𝑒2  atau 
(𝑎 + 𝑟𝑒2, 𝑎 + 𝑟 + 𝑟𝑒1) atau  𝑟, 𝑟 untuk 
𝑎, 𝑟 ∈ 𝑅. Setidaknya  𝑥𝑧, 𝑦𝑧 ∈ ∆𝑅⊆ 𝜌 
dan  𝑧𝑥, 𝑧𝑦 ∈ 𝜌serta  𝑥 + 𝑧, 𝑦 + 𝑧 ∈ 𝜌. 
Maka penutup transitif dari 𝜌 yaitu 
𝜌∗ =  𝜌𝑛∞𝑛=1  merupakan relasi 
kongruensi.Anggap 𝜌 ∗ sebagai kongruensi 
kansellatif (sesuai lemma 3.7).Andaikan 
 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝜌 
∗. Terdapat 𝑧 ∈ 𝑅, sedemikian 
sehingga  𝑒1 + 𝑧, 𝑒2 + 𝑧 ∈ 𝜌
𝑛 . Maka 
 𝑒1 + 𝑧, 𝑒2 + 𝑧 ∈ 𝜌
𝑛  untuk bilangan bulat 
positif 𝑛, dengan kata lain terdapat 
𝑥1, 𝑥2 , …  , 𝑥𝑛−1 ∈ 𝑅 sedemikian 
sehingga(𝑒1 +
𝑧, 𝑥1), (𝑥1, 𝑥2), …  , (𝑥𝑛−1, 𝑒2 + 𝑧) ∈ 𝜌. 
Maka 𝑒1𝑥 +
𝑧𝑥, 𝑥1𝑥 ,  𝑥1𝑥, 𝑥2𝑥 , …  , (𝑥𝑛−1𝑥, 𝑒2𝑥 +
𝑧𝑥) ∈ ∆𝑅⊆ 𝜌 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅. Oleh 
karena itu 𝑒1𝑥 + 𝑧𝑥 = 𝑥1𝑥 = 𝑥2𝑥 = ⋯ =
𝑥𝑛−1𝑥 = 𝑒2𝑥 + 𝑧𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅. 
Sehingga 𝑒1𝑥 + 𝑧𝑥 = 𝑒2𝑥 + 𝑧𝑥 untuk 
setiap 𝑥 ∈ 𝑅. Maka 𝑒1𝑥 = 𝑒2𝑥. Tetapi 
𝑥 + 𝑒1𝑥 = 𝑒2𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅. 
Akibatnya 𝑥 = 0 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅, yang 
berarti kontradiksi. Oleh karena itu 
 𝑒1, 𝑒2 ∉ 𝜌 
∗. Karena 𝑅 adalah hemiring 
dengan kongruensi kansellatif bebas, 
diperoleh 𝜌 ∗ = ∆𝑅, yang berarti bahwa 
𝑎 + 𝑟 + 𝑟𝑒1 = 𝑎 + 𝑟𝑒2 untuk setiap 
𝑎, 𝑟 ∈ 𝑅. Maka 𝑟 + 𝑟𝑒1 = 𝑟𝑒2 untuk setiap 
𝑟 ∈ 𝑅. Oleh karena itu  𝑒1, 𝑒2  adalah 
pasangan identitas kanan.  ∎ 
 
Lemma 3.14 [7]Diberikan𝜌 kongruensi 
reguler maksimal kiri (kanan) pada 
semialjabar 𝑅atas 𝑆. Maka 𝜌 adalah 
reguler. 
 
Bukti :Misalkan 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑅 × 𝑅 seperti 
definisi 3.8. Karena 
𝜌adalahkongruensiregulermaksimalkiripa
da𝑅, himpunan kelas-kelas kongruensi 
𝑅/𝜌 yang didefinisikan oleh 𝑅/𝜌 =
{𝑥𝜌|𝑥 ∈ 𝑅} adalah hemiring kansellatif 
penjumlahan, hemiring dengan kongruensi 
kansellatif bebas.  
Di dalam𝑅/𝜌, 𝑥𝜌 + 𝑒1𝜌𝑥𝜌 = 𝑒2𝜌𝑥𝜌 untuk 
setiap 𝑥𝜌 ∈ 𝑅/𝜌. Olehkarenaitudari 
lemma 3.13 diperoleh, 
𝑥𝜌 + 𝑥𝜌𝑒1𝜌 = 𝑥𝜌𝑒2𝜌untuk setiap 
𝑥𝜌 ∈ 𝑅/𝜌. 
Dengan kata lain (𝑥 + 𝑥𝑒1, 𝑥𝑒2) ∈ 𝜌 
untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅.  
Olehkarenaitu𝜌adalahregulerkanan.∎ 
 
Teorema 3.15 [7]Diberikan𝑅 semialjabar 
atas 𝑆. Kongruensi 𝜌 adalah kongruensi 
reguler maksimal pada semialjabar 𝑅 atas 
𝑆 jika hanya jika 𝜌 adalah kongruensi 
reguler maksimal pada hemiring 𝑅. 
 
Bukti :(⇐) Diketahui 𝜌 adalah 
kongruensi reguler maksimal pada 
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hemiring 𝑅 dan diberikan  𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝑅 × 𝑅 
seperti definisi 3.8.  
Maka(𝑥 + 𝑒1𝑥, 𝑒2𝑥) ∈ 𝜌 dan (𝑥 +
𝑥𝑒1, 𝑥𝑒2) ∈ 𝜌 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅.  
Untuksetiap𝑎 ∈ 𝑆dan 𝑥 ∈ 𝑅, diperoleh  
(𝑎𝑥 + 𝑒1(𝑎𝑥), 𝑒2(𝑎𝑥)) ∈ 𝜌dan (𝑎𝑥 +
(𝑎𝑥)𝑒1, (𝑎𝑥)𝑒2) ∈ 𝜌.  
Misalkan(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌, maka untuk setiap 
𝑎 ∈ 𝑆, ((𝑒1𝑎)𝑥, (𝑒1𝑎)𝑦) ∈ 𝜌 
dan((𝑒2𝑎)𝑥, (𝑒2𝑎)𝑦) ∈ 𝜌 yang berarti 
( 𝑒1𝑎 𝑥 +  𝑒2𝑎 𝑦,  𝑒1𝑎 𝑦 + (𝑒2𝑎)𝑥) ∈ 𝜌. 
Dengan kata lain 
(𝑒1(𝑎𝑥) + 𝑒2(𝑎𝑦), 𝑒1(𝑎𝑦) + 𝑒2(𝑎𝑥)) ∈ 𝜌 
……………………………………………….(i) 
(𝑎𝑥 + 𝑒1(𝑎𝑥) + 𝑒2(𝑎𝑦), 𝑎𝑦 + 𝑒1(𝑎𝑦) +
𝑒2(𝑎𝑥)) ∈ 𝜌 ………………………………(ii) 
Dari (i) dan (ii) 
dengansifatkansellasidiperoleh(𝑎𝑥, 𝑎𝑦) ∈
𝜌.  
Dengancara yang 
samayaituuntuksetiap𝑎 ∈ 𝑆, 
(𝑥(𝑎𝑒1), 𝑦(𝑎𝑒1)) ∈ 𝜌 
dan(𝑥(𝑎𝑒2), 𝑦(𝑎𝑒2)) ∈ 𝜌yang 
berarti(𝑥(𝑎𝑒1) + 𝑦(𝑎𝑒2), 𝑦(𝑎𝑒1) +
𝑥(𝑎𝑒2)) ∈ 𝜌. 
Dengan kata lain 
((𝑥𝑎)𝑒1 + (𝑦𝑎)𝑒2, (𝑦𝑎)𝑒1 + (𝑥𝑎)𝑒2) ∈ 𝜌 
……………………………………………..(iii) 
(𝑥𝑎 + (𝑥𝑎)𝑒1 + (𝑦𝑎)𝑒2, 𝑦𝑎 + (𝑦𝑎)𝑒1 +
(𝑥𝑎)𝑒2) ∈ 𝜌 ……………………………..(iv) 
Dari (iii) dan (iv) 
dengansifatkansellasidiperoleh(𝑥𝑎, 𝑦𝑎) ∈
𝜌.  
Olehkarenaitu𝜌 adalah kongruensi pada 
semialjabar 𝑅atas 𝑆. 
Selanjutnyauntuksetiap𝑎 ∈ 𝑆,(𝑎𝑒1 +
𝑒1(𝑎𝑒1), 𝑒2(𝑎𝑒1)) ∈ 𝜌 dan((𝑒1𝑎)𝑒2, 𝑒1𝑎 +
(𝑒1𝑎)𝑒1) ∈ 𝜌. Olehkarenaitu(𝑎𝑒1 +
𝑒1 𝑎𝑒1 + (𝑒1𝑎)𝑒2, 𝑒1𝑎 + (𝑒1𝑎)𝑒1 +
𝑒2(𝑎𝑒1)) ∈ 𝜌, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑆. Dengan 
kata lain(𝑎𝑒1 + (𝑒1𝑎)𝑒1 + (𝑒1𝑎)𝑒2, 𝑒1𝑎 +
(𝑒1𝑎)𝑒1 + 𝑒2(𝑎𝑒1)) ∈ 𝜌, untuk setiap 
𝑎 ∈ 𝑆. Dengan sifat kansellasi diperoleh 
(𝑎𝑒1 + (𝑒1𝑎)𝑒2, 𝑒1𝑎 + 𝑒2(𝑎𝑒1)) ∈ 𝜌 
………………………………………...…….(v) 
Selanjutnyauntuksetiap𝑎 ∈ 𝑆, (𝑒2𝑎 +
(𝑒2𝑎)𝑒1, (𝑒2𝑎)𝑒2) ∈ 𝜌dan(𝑒2(𝑎𝑒2), 𝑎𝑒2 +
𝑒1(𝑎𝑒2)) ∈ 𝜌. Olehkarenaitu(𝑒2𝑎 +
 𝑒2𝑎 𝑒1 + 𝑒2 𝑎𝑒2 , 𝑎𝑒2 + 𝑒1 𝑎𝑒2 +
(𝑒2𝑎)𝑒2) ∈ 𝜌, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑆. Dengan 
kata lain(𝑒2𝑎 +  𝑒2𝑎 𝑒1 + (𝑒2𝑎)𝑒2, 𝑎𝑒2 +
𝑒1 𝑎𝑒2 + (𝑒2𝑎)𝑒2) ∈ 𝜌, untuk setiap 
𝑎 ∈ 𝑆. Dengan sifat kansellasi diperoleh  
(𝑒2𝑎 + (𝑒2𝑎)𝑒1, 𝑎𝑒2 + 𝑒1(𝑎𝑒2)) ∈ 𝜌 
………………..........................................(vi) 
Dari (v) dan (vi) diperoleh(𝑎𝑒1 +
 𝑒1𝑎 𝑒2 + 𝑒2𝑎 +  𝑒2𝑎 𝑒1, 𝑒1𝑎 +
𝑒2 𝑎𝑒1 + 𝑎𝑒2 + 𝑒1(𝑎𝑒2)) ∈ 𝜌 untuk 
setiap 𝑎 ∈ 𝑆.  
Dengansifatkansellasidiperoleh(𝑎𝑒1 +
𝑒2𝑎, 𝑒1𝑎 + 𝑎𝑒2) ∈ 𝜌 untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑆.  
Olehkarenaitu𝜌 adalah kongruensi reguler 
pada semialjabar atas 𝑆. 
Andaikan𝜌′  adalah kongruensi pada 
semialjabar atas 𝑆 sedemikian sehingga 
𝜌 ⊆ 𝜌′ . Maka 𝜌′  merupakan kongruensi 
reguler pada hemiring 𝑅, 𝜌′ = 𝜌 atau 
𝜌′ = 𝑅 × 𝑅. Oleh karena itu 𝜌 adalah 
kongruensi reguler maksimal pada 
semialjabar atas 𝑆. 
(⇒) Diketahui 𝜌 adalah kongruensi 
reguler maksimal pada semialjabar 𝑅atas 
𝑆. Maka 𝜌 adalah kongruensi reguler 
pada hemiring 𝑅. Dengan lemma 3.10, 𝜌 
termuat di dalam kongruensi reguler 
maksimal 𝜌′  pada hemiring 𝑅. Dari 
pembuktian pertama 
𝜌′adalahkongruensiregulermaksimalpadas
emialjabar𝑅atas 𝑆, oleh karena itu 𝜌 =
𝜌′ .   ∎ 
 
4. PENUTUP 
 Dari pembahasan yang 
telahdiuraikanpadababsebelumnya, 
dapatdisimpulkanbahwa𝑅 semialjabar atas 
𝑆 merupakan struktur aljabar yang 
terbentuk dari dua hemiring 𝑅 dan 𝑆 
dimana 𝑅 bi-semimodul atas 𝑆 sedemikian 
hingga  𝑎𝑥 𝑏 = 𝑎(𝑥𝑏) untuk setiap 
𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 dan 𝑥 ∈ 𝑅.    
 Kongruensi𝜌 pada 𝑅 semialjabar 
atas 𝑆 merupakan kongruensi pada 
hemiring 𝑅 yang bersifat 
compatiblekanandancompatiblekiriuntukse
tiappergandaanolehelemen𝑆. Jika 
kongruensi 𝜌 pada 𝑅 semialjabar atas 𝑆 
bersifat kansellatif maka disebut 
kongruensi kansellatif.Selanjutnya 
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kongruensi kansellatif pada 𝑅 semialjabar 
atas 𝑆 disebut kongruensi reguler jika 
terdapat 𝑒, 𝑓 ∈
𝑅sedemikiansehinggakongruensitersebutb
ersifatregulerkiridanregulerkanan.Kongrue
nsireguler𝜌 pada 𝑅 semialjabar atas 𝑆 
disebut kongruensi reguler maksimal jika 
𝜌 ≠ 𝑅 × 𝑅 dan tidak termuat pada 
kongruensi reguler lain. Kongruensi𝜌 
merupakan kongruensi reguler maksimal 
pada semialjabar 𝑅 atas 𝑆 jika hanya jika 𝜌 
adalah kongruensi reguler maksimal pada 
hemiring 𝑅. 
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